
線形写像の表現行列【線形代数】
このノートではベクトル空間と線形写像については既知とする．ベクトル空間の係数体は Rのみを考え，「R上のベ
クトル空間」を単に「ベクトル空間」と書く．数ベクトル空間 Rn の基本ベクトルを e

(n)
i と書き，混乱の心配が無い場

合には次元 nを省略して単に ei と書く．例で用いるベクトル空間 R[x]n は実係数の高々 n次の多項式全体の集合〔に
多項式の普通の加法とスカラー乗法を入れたベクトル空間〕を表す．n個のベクトル (a1, . . . , an)が張る（生成する）
ベクトル空間を ⟨a1, . . . , an⟩と書く．

ベクトルの成分表示
n次元ベクトル空間 V の基底 A = (a1, · · · , an)を選ぶと，*1 V の任意の要素 v は

v =

n∑
i=1

viai = v1a1 + · · ·+ vnan

と一意に表すことができる．この係数を順に縦に並べて作った数ベクトル vA (∈ Rn)を基底 Aによる v (∈ V )の成分表
示と呼ぶ．すなわち，

vA = (v1a1 + · · ·+ vnan)A =

v1...
vn


である．基底ベクトル ai の成分表示は (ai)A = ei であり，*2

[(a1)A · · · (an)A] = [e1 · · · en] = E

は n次の単位行列である．また，A = (a1, · · · , an)を行ベクトルのように扱い，行列の演算規則を流用して

v = v1a1 + · · ·+ vnan = (a1, · · · , an)

v1...
vn

 = AvA

のような記法を許しておくと便利である．さらに，数ベクトル空間 V ⊂ Rm に対しては，基底 A = (a1, · · · , an) を
A = [a1, · · · , an]とも書いて，Aを (m,n)行列と同一視することにする．このとき，vA は連立方程式 AvA = v の解と
して，拡大係数行列 [A|v]の簡約化 [A|v] → [E|vA]によって求めることができる．

例 1 V = R2 の基底 E = (e1, e2) =

([
1

0

]
,

[
0

1

])
をとる．v =

[
1

3

]
(∈ V )は v =

[
1

3

]
=

[
1

0

]
+ 3

[
0

1

]
= e1 + 3e2 と書け

るので，v の E による成分表示は vE =

[
1

3

]
(∈ R2)である．すなわち，数ベクトルの標準基底による成分表示は元の数

ベクトルと一致する．これは v = EvE という表記とも整合的である．

例 2 V = R2 の基底 A = (a1, a2) =

([
1

1

]
,

[
1

−1

])
をとる．v =

[
1

3

]
(∈ V ) は v =

[
1

2

]
= 2

[
1

1

]
−
[
1

−1

]
= 2e1 − e2 と

書けるので，v の Aによる成分表示は vA =

[
2

−1

]
(∈ R2)である．*3

例 3 V = 〈e1, e2〉 =

⟨[
1

0

0

]
,

[
0

1

0

]⟩
⊂ R3 の基底 A = (e1, e2) =

([
1

0

0

]
,

[
0

1

0

])
をとる．v =

[
1

3

0

]
(∈ V ) は

v =

[
1

3

0

]
=

[
1

0

0

]
+ 3

[
0

1

0

]
= e1 + 3e2 と書けるので，v の A による成分表示は vA =

[
1

3

]
(∈ R2) である．このよう

に，Rm の部分空間である n 次元数ベクトル空間 V ⊂ Rm に対して，v ∈ V は m 個の値が並んだ数ベクトルだが，
vA ∈ Rn は (V の次元である) n個の値が並んだ数ベクトルであることに注意．

例 4 V = R[x]2 の基底 A = (1, x, x2)をとる．v = 1 + 2x+ 3x2 の Aによる成分表示は vA =

[
1

2

3

]
(∈ R3)である．

*1 ベクトルの成分表示は基底を構成するベクトルの順序に依存するので，基底は集合 {a1, · · · , an} ではなく順序対 (a1, · · · , an) で書くことに
する．

*2 aiA と書くと添字が見づらいので括弧を付けて (ai)A と書いた．
*3 たとえば，[A|v] =

[
1 1 1
1 −1 3

]
→

[
1 0 2
0 1 −1

]
= [E|vA]と簡約化で求めるとよい．
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線形写像の表現行列
ベクトル空間 V からベクトル空間W への線形写像 f : V → W を考える．V の基底として A = (a1, · · · , an) (n =

dimV )，W の基底として B = (b1, · · · , bm) (m = dimW )をとり，V の要素 v とW の要素 w を，それぞれの基底 A

と B により

vA =

v1...
vn

 , wB =

w1

...
wm

 ,

と成分表示したとき，数ベクトル vA を wB に写す (m,n) 行列 fBA を，V の基底 A と W の基底 B による線形写像
f : V → W の成分表示と呼ぶ．すなわち，wB = fBAvA を満たす行列として fBA を定義する．w = f(v) = f(AvA) =(
f(a1), · · · , f(an)

)
vA と w = BwB = BfBAvA より，fBA は

(b1, · · · , bm)fBA =
(
f(a1), · · · , f(an)

)
を解いて求めることができる．f(A) =

(
f(a1), · · · , f(an)

)と略記して，BfBA = f(A)と書くと簡単である〔が一般的
ではない〕．特に，W = Rm のとき，簡約化 [B|f(A)] → [E|fBA]により fBA を求めることができる．*4

例 5 線形変換 f : R[x]2 → R[x]2; g(x) 7→ g′(x)を考える．R[x]2 の基底 A = (1, x, x2)による f の表現行列 fAA は，

(1, x, x2)fAA =
(
f(1), f(x), f(x2)

)
= (0, 1, 2x) = (1, x, x2)

0 1 0
0 0 2
0 0 0

 , ∴ fAA =

0 1 0
0 0 2
0 0 0

 .

基底の変換
基底の変換行列
n次元ベクトル空間 V の 2つの基底 A = (a1, · · · , an)と B = (b1, · · · , bn)をとる．bi ∈ V なので，bi は基底 Aで

bi =

n∑
j=1

ajpji = a1p1i + · · ·+ anpni ,
(
pji ≡

(
(bi)A

)
j

)
と一意に表すことができる．これより，

B = (b1, · · · , bn) = (a1p11 + · · ·+ anpn1, · · · , a1p1n + · · ·+ anpnn)

= (a1, · · · , an)

p11 · · · p1n
...

. . .
...

pn1 · · · pnn

 = AP ,
(
Pij ≡ pij

)
と書ける．基底 A = (a1, · · · , an)を行ベクトルの表記を借りて書いているので，行列 P は右からかかることに注意．こ
こで定義した n次正方行列 P を基底 Aから基底 B への変換行列と呼ぶ．*5 V = Rn のときには，AP = B は簡約化に
より [A|B] → [E|P ]と解くことができる．*6

基底の変換に伴う表現行列の変換
線形写像 f : V → W を考える．V の基底として A と A′ = AP，W の基底として B と B′ = BQ をとると，

BfBA = f(A)と B′fB′A′ = f(A′)が成り立つ．ここで，B′fB′A′ = BQfB′A′ と f(A′) = f(AP ) = f(A)P = BfBAP

より，*7 以下の式が成り立つ．*8

BQfB′A′ = BfBAP , ∴ fB′A′ = Q−1fBAP .

*4 W = Rm のとき，fBA = B−1f(A)で fBA を求めることもできるが，B が 3次以上だと大変．また，W ⊊ Rm′
(dimW < m′)のときに

も簡約化で fBA を求めることができる．
*5 基底を明記して基底の変換行列を PAB と書き，基底の変換を B = APAB と表してもよいが，煩わしいのでやめた．
*6 V ⊊ Rm でも簡約化で P が求まる．
*7 f(AP ) = f(A)P は f の線形性による．証明は以下の通り．f(AP ) =

(
f
(
(AP )1

)
, · · · , f

(
(AP )n

))
=

(
f(aiPi1), · · · , f(aiPin)

)
=(

f(ai)Pi1, · · · , f(ai)Pin

)
= (f(a1), · · · , f(an))P = f(A)P．3つ目の等号で f の線形性を用いた．また，同じ添字については和をとると

いう Einsteinの縮約記法を用いた．
*8 A′ = APAA′ と B′ = BPBB′ と書けば，PBB′fB′A′ = fBAPAA′ あるいは fB′A′ = (PBB′ )−1fBAPAA′ と書ける．さらに，B =

B′(PBB′ )−1 = B′PB′B とすれば，fB′A′ = PB′BfBAPAA′ と書ける．
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