
ベクトル解析の公式
1. 記法と定義

Einsteinの縮約記法 : aibi ≡
3∑

i=1

aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3 (同じ添字については和をとる)

Kroneckerのデルタ : δij =

1 (i = j)

0 (i ̸= j)

Eddingtonのイプシロン : ϵijk =


+1

(
(i, j, k) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)

)
−1

(
(i, j, k) = (1, 3, 2), (2, 1, 3), (3, 2, 1)

)
0 (otherwise)

2. 基本的な計算
(1) δijaj = ai

(2) ϵijk = ϵjki = ϵkij = −ϵikj = −ϵjik = −ϵkji

(3) ϵijkajak = 0

(4) ϵkijϵkmn = δimδjn − δinδjm

(5) a · b = δijaibj = aibi = b · a (内積)

(6) (a× b)i = ϵijkajbk = −ϵikjbkaj = −(b× a)i (外積)

3. ベクトル解析の公式
3.1 ベクトルの公式

(1) a · (b× c) = b · (c× a) = c · (a× b) = det [ab c] (スカラー三重積)

(2) a× (b× c) = (a · c) b− (a · b) c (ベクトル三重積)

(3) (a× b) · (c× d) = (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c) = a ·
(
b× (c× d)

)
(スカラー四重積)

(4) (a× b)× (c× d) =
(
a · (b× d)

)
c−

(
a · (b× c)

)
d =

(
a · (c× d)

)
b−

(
b · (c× d)

)
a (ベクトル四重積)

(5) a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0 (Jacobi恒等式)

3.2 ベクトル場の微分公式

(1) grad r = ∇r =
r

r

(2) grad f(r) = ∇f(r) = f ′(r)
r

r
(3) div(fv) = ∇ · (fv) = (∇f) · v + f(∇ · v)

(4) rot(fv) = ∇× (fv) = (∇f)× v + f(∇× v)

(5) grad(v ·w) = ∇(v ·w) = (v · ∇)w + (w · ∇)v + v × (∇×w) +w × (∇× v)

(6) div(v ×w) = ∇ · (v ×w) = (∇× v) ·w − v · (∇×w)

(7) rot(v ×w) = ∇× (v ×w) = v(∇ ·w)−w(∇ · v) + (w · ∇)v − (v · ∇)w

(8) rot(grad f) = ∇×∇f = 0 (勾配の回転はゼロ)

(9) div(rot v) = ∇ · (∇× v) = 0 (回転の発散はゼロ)

(10) rot(rot v) = ∇× (∇× v) = ∇(∇ · v)−∇2v

3.3 ベクトル場の積分公式

(1)

∫
V

(∇ · v) dV =

∮
S=∂V

v · dS (Gaussの発散定理)

(2)

∫
S

(∇× v) · dS =

∮
C=∂S

v · ds (Stokesの定理)
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ベクトル解析の公式の証明

3.1 ベクトルの公式

(1)スカラー三重積 a · (b× c) = b · (c× a) = c · (a× b) = det [ab c]

a · (b× c) = ai (b× c)i = ai ϵijkbjck = ϵijkaibjck = det [ab c] .

(2)ベクトル三重積 a× (b× c) = (a · c) b− (a · b) c(
a× (b× c)

)
i
= ϵijkaj (b× c)k = ϵijkaj (ϵkmnbmcn)

= ϵijkϵkmn ajbmcn

= ϵkijϵkmn ajbmcn

= (δimδjn − δinδjm) ajbmcn

= ajbicj − ajbjci

= (a · c) bi − (a · b) ci
=

(
(a · c) b− (a · b) c

)
i
.

(3)スカラー四重積 (a× b) · (c× d) = (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c) = a ·
(
b× (c× d)

)
(a× b) · (c× d) = (ϵijkajbk)(ϵimncmdn) = ϵijkϵimnajbkcmdn = (δjmδkn − δjnδkm)ajbkcmdn

= ajcjbkdk − ajdjbkck = (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c)
= aj(cjbkdk − djbkck) = a ·

(
(b · d) c− (b · c)d

)
= a ·

(
b× (c× d)

)
.

特に，c = a ,d = bとおくと，Lagrangeの恒等式を得る．

|a× b|2 = |a|2|b|2 − (a · b)2 .

(4)ベクトル四重積 (a× b)× (c× d) =
(
a · (b× d)

)
c−

(
a · (b× c)

)
d =

(
a · (c× d)

)
b−

(
b · (c× d)

)
a

(a× b)× (c× d) =
(
(a× b) · d

)
c−

(
(a× b) · c

)
d

=
(
d · (a× b)

)
c−

(
c · (a× b)

)
d

=
(
a · (b× d)

)
c−

(
a · (b× c)

)
d .

(a× b)× (c× d) = −(c× d)× (a× b)

= −
(
(c× d) · b

)
a+

(
(c× d) · a

)
b

= −
(
b · (c× d)

)
a+

(
a · (c× d)

)
b .

(5) Jacobi恒等式 a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0

a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b)

=
(
(a · c) b− (a · b) c

)
+
(
(b · a) c− (b · c)a

)
+

(
(c · b)a− (c · a) b

)
= 0 .
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3.2 ベクトル場の微分公式

(1) grad r = ∇r =
r

r

(∇r)i = ∂ir = ∂i
√
rjrj =

∂i(rjrj)

2
√
rjrj

=
2δijrj
2
√
rjrj

=
ri
r

=
(r
r

)
i
.

(2) grad f(r) = ∇f(r) = f ′(r)
r

r(
∇f(r)

)
i
= ∂if(r) =

∂r

∂ri

d

dr
f(r) = f ′(r)

ri
r

=
(
f ′(r)

r

r

)
i
.

(3) div(fv) = ∇ · (fv) = (∇f) · v + f(∇ · v)

∇ · (fv) = ∂i(fv)i = ∂i(fvi) = (∂if)vi + f(∂ivi) = (∇f)ivi + f(∂ivi) = (∇f) · v + f(∇ · v) .

(4) rot(fv) = ∇× (fv) = (∇f)× v + f(∇× v)(
∇× (fv)

)
i
= ϵijk∂j(fv)k = ϵijk∂j(fvk) = ϵijk(∂jf)vk + ϵijkf(∂jvk)

= ϵijk(∇f)jvk + fϵijk∂jvk =
(
(∇f)× v

)
i
+ f(∇× v)i =

(
(∇f)× v + f(∇× v)

)
i
.

(5) grad(v ·w) = ∇(v ·w) = (v · ∇)w + (w · ∇)v + v × (∇×w) +w × (∇× v)(
v × (∇×w) +w × (∇× v)

)
i
= ϵijk

(
vj(∇×w)k + wj(∇× v)k

)
= ϵkijϵkmn(vj∂mwn + wj∂mvn) = (δimδjn − δinδjm)(vj∂mwn + wj∂mvn)

= vj∂iwj − vj∂jwi + wj∂ivj − wj∂jvi

より， (
(v · ∇)w + (w · ∇)v + v × (∇×w) +w × (∇× v)

)
i

= vj∂jwi + wj∂jvi + vj∂iwj − vj∂jwi + wj∂ivj − wj∂jvi

= vj∂iwj + wj∂ivj = ∂i(vjwj) =
(
∇(v ·w)

)
i
.

(6) div(v ×w) = ∇ · (v ×w) = (∇× v) ·w − v · (∇×w)

∇ · (v ×w) = ∂i(ϵijkvjwk) = (ϵkij∂ivj)wk − vjϵjik∂iwk

= (∇× v)kwk − vj(∇×w)j = (∇× v) ·w − v · (∇×w) .

(7) rot(v ×w) = ∇× (v ×w) = v(∇ ·w)−w(∇ · v) + (w · ∇)v − (v · ∇)w(
rot(v ×w)

)
i
= ϵijk∂j(v ×w)k = ϵijk∂j(ϵkmnvmwn) = ϵijkϵkmn(vm∂jwn + wn∂jvm)

= (δimδjn − δinδjm)(vm∂jwn + wn∂jvm) = vi∂jwj − vj∂jwi + wj∂jvi − wi∂jvj

=
(
v(∇ ·w)− (v · ∇)w + (w · ∇)v −w(∇ · v)

)
i
.

(8) rot(grad f) = ∇×∇f = 0 (
∇× (∇f)

)
i
= ϵijk∂j(∇f)k = ϵijk∂j∂kf = 0 .

(9) div(rot v) = ∇ · (∇× v) = 0

∇ · (∇× v) = ∂i(∇× v)i = ∂iϵijk∂jvk = ϵijk∂i∂jvk = 0 .

(10) rot(rot v) = ∇× (∇× v) = ∇(∇ · v)−∇2v(
∇× (∇× v)

)
i
= ϵijk∂j(∇× v)k = ϵijk∂j(ϵkmn∂mvn) = ϵkijϵkmn∂j∂mvn = (δimδjn − δinδjm)∂j∂mvn

= ∂j∂ivj − ∂j∂jvi = ∂i(∇ · v)−∇2vi =
(
∇(∇ · v)−∇2v

)
i
.
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3.3 ベクトル場の積分公式

(1) Gaussの発散定理
∫
V

(∇ · v) dV =

∮
S=∂V

v · dS

領域 V を微小直方体 V = (x, x+ dx)× (y, y + dy)× (z, z + dz)にとると，∫
V

(∇ · v) dV = (∇ · v) dxdydz

= (∂xvx + ∂yvy + ∂zvz)dxdydz

=

(
vx(x+ dx, y, z)− vx(x, y, z)

dx
+

vy(x, y + dy, z)− vy(x, y, z)

dy
+

vz(x, y, z + dz)− vz(x, y, z)

dz

)
dxdydz

= vx(x+ dx, y, z)dydz − vx(x, y, z)dydz + vy(x, y + dy, z)dzdx− vy(x, y, z)dzdx

+ vz(x, y, z + dz)dxdy − vz(x, y, z)dxdy

= v(x+ dx, y, z) · exdydz + v(x, y, z) · (−exdydz) + v(x, y + dy, z) · eydzdx+ v(x, y, z) · (−eydzdx)

+ v(x, y, z + dz) · ezdxdy + v(x, y, z) · (−ezdxdy)

=
∑

S=∂V

v · dS =

∮
S=∂V

v · dS .

一般の領域 V については，V を微小直方体領域 Vi に分割して，各 Vi に上の結果を適用すればよい．∫
V

(∇ · v) dV =
∑
i

∫
Vi

(∇ · v) dV =
∑
i

∮
Si=∂Vi

v · dS =

∮
S=∂V

v · dS .

最後の等号は，互いに接した微小領域では面の法線ベクトル (dS)の向きが反対であるから表面積分が互いに打ち消し合
い，V の表面 S = ∂V での積分だけが残ることを用いた．

(2) Stokesの定理
∫
S

(∇× v) · dS =

∮
C=∂S

v · ds

領域 (曲面)S を微小長方形 S = (x, x+ dx)× (y, y + dy)にとり，dS = dS ez = dxdy ez とすると，∫
S

(∇× v) · dS = (∇× v) · ez dxdy

= (∇× v)z dxdy

= (∂xvy − ∂yvx) dxdy

=

(
vy(x+ dx, y, z)− vy(x, y, z)

dx
− vx(x, y + dy, z)− vx(x, y, z)

dy

)
dxdy

= vy(x+ dx, y, z)dy − vy(x, y, z)dy − vx(x, y + dy, z)dx+ vx(x, y, z)dx

= v(x, y, z) · exdx+ v(x+ dx, y, z) · eydy + v(x, y + dy, z) · (−exdx) + v(x, y, z) · (−eydy)

=
∑

C=∂S

v · ds =

∮
C=∂S

v · ds .

この結果は座標系の取り方に依らない幾何学的な結果であることに注意．一般の領域 S については，S を微小長方形領
域 Si に分割して，各 Si に上の結果を適用すればよい．∫

S

(∇× v) · dS =
∑
i

∫
Si

(∇× v) · dS =
∑
i

∮
Ci=∂Si

v · ds =

∮
C=∂S

v · ds .

最後の等号は，互いに接した微小領域では線素ベクトル (ds)の向きが反対であるから線積分が互いに打ち消し合い，S

の境界線 C = ∂S での積分だけが残ることを用いた．
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